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1234 ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время одним из актуальных меж�
дисциплинарных направлений является исследо�
вание нелинейной динамики оптоволоконных ла�
зеров, что подтверждается большим количеством
научных работ [1–3], опубликованных по этой те�
матике. Тем не менее, несмотря на большое коли�
чество работ в этой области, ряд вопросов до сих
пор остается нерешенным. Один из них – изуче�
ние поведения легированного эрбием оптоволо�
конного лазера с модулируемым параметром, в ко�
тором, как известно, возможно сосуществование
нескольких колебательных режимов, различаю�
щихся частотой и амплитудой генерируемого из�
лучения [4]. Воздействие флуктуаций может при�
водить к тому, что изначально мультистабильная
система превращается в метастабильную, и в ди�
намике системы наблюдается перемежающееся
поведение, при котором происходят индуциро�
ванные шумом переключения между различными
аттракторами. Это приводит соответственно к из�
менению частоты и мощности излучения лазера
[4, 5]. При этом, поскольку сосуществующих ре�
жимов оказывается несколько, наблюдающиеся
переключения между аттракторами приводят к
перемежаемости, тип которой на настоящий мо�
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мент классифицировать не удается, поскольку ха�
рактеристики перемежающегося поведения не со�
ответствуют ни одному из известных на сегодняш�
ний день типов перемежаемости. В связи с этим
возникает задача определения типа перемежаю�
щегося поведения, который реализуется в такой
системе, ибо такие исследования позволили бы
значительно продвинуться в понимании процес�
сов, приводящих к мультистабильности в легиро�
ванном эрбием оптоволоконном лазере, что в свою
очередь позволило бы более эффективно бороться
с мультистабильностью при использовании лазе�
ров такого типа.

Как правило, для того чтобы определить, какой
тип перемежающегося поведения реализуется в ис�
следуемой системе, определяют его статистические
характеристики: зависимость средней длительно�
сти ламинарного поведения от параметра надкри�
тичности и распределение длительностей ламинар�
ных участков поведения при фиксированных зна�
чениях управляющих параметров. Таким образом,
при исследовании перемежаемости важной про�
блемой является задача о выделении в сигналах
временных интервалов, соответствующих различ�
ным типам динамики систем, демонстрирующих
перемежающееся поведение (фактически задача о
выделении ламинарных и турбулентных фаз). В на�
стоящее время существует большое количество ме�
тодов, позволяющих выделять ламинарные участ�
ки поведения во временных реализациях, однако, в
силу специфики рассматриваемой системы, ни
один из существующих методов не позволяет ре�
шить задачу, связанную с выделением характер�
ных участков поведения, которые реализуются в
легированном эрбием оптоволоконном лазере с
модулируемым параметром. Таким образом, воз�
никает необходимость создания метода, позволя�
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ющего определять, какой колебательный режим
реализуется в исследуемой системе в тот или иной
момент времени, что в свою очередь в дальней�
шем позволит определить, какой тип перемежае�
мости реализуется в легированном эрбием опто�
волоконном лазере.

В настоящей работе предложен новый метод
определения характерных колебательных режи�
мов в легированном эрбием оптоволоконном ла�
зере с модулируемым параметром. Предложен�
ный метод основан на использовании непрерыв�
ного вейвлетного преобразования с материнским
вейвлетом Морле [6] и анализе энергии вейвлет�
ного спектра, приходящейся на соответствующий
диапазон временных масштабов [7, 8]. 

НЕПРЕРЫВНОЕ 
ВЕЙВЛЕТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Непрерывное вейвлетное преобразование с
комплексным материнским вейвлетом для хао�
тического временного ряда  осуществляется
следующим образом [6]:

(1)

где  – временная реализация хаотического сиг�
нала,  – материнский вейвлет, s – временной
масштаб, определяющий ширину вейвлета, сим�
вол “*” обозначает комплексное сопряжение. В
качестве сигнала x(t) для исследуемого оптоволо�
конного лазера, легированного эрбием, будем ис�
пользовать зависимость интенсивности излучения
от времени.

В качестве материнского вейвлета целесообраз�
но использовать комплексный вейвлет Морле [6]

(2)
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с параметром  что обеспечивает одно�
значную взаимосвязь между временным масшта�
бом s вейвлетного преобразования и частотой f
фурье�преобразования, а именно 

По аналоги со спектром мощности фурье�пре�
образования также можно ввести мгновенное
распределение энергии по масштабам вейвлетно�
го преобразования [6]

(3)

и интегральный усредненный во времени вей�
влетный спектр [6] 

(4)

Необходимо отметить, что отличительным свой�
ством непрерывного вейвлетного преобразования
является то, что данный метод анализа сложных ха�
отических сигналов позволяет выделить вклад
определенного временного масштаба (частоты) в
тот или иной момент времени, что в свою очередь
дает возможность определить какой из колеба�
тельных режимов в настоящий момент реализует�
ся в исследуемой системе.

МЕТОД ДЕТЕКТИРОВАНИЯ РАЗЛИЧНЫХ 
КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ

Для того чтобы определить, какой из колеба�
тельных режимов реализуется в легированном эр�
бием оптоволоконном лазере с модулируемым
параметром в различные моменты времени, ис�
пользован метод детектирования, основанный на
анализе мгновенного распределения энергии не�
прерывного вейвлетного преобразования на харак�
терных временных масштабах. Для оценки харак�
терных временных масштабов, которые существуют
в исследуемом сигнале, необходимо построить за�
висимость вейвлетного спектра от времени. Отме�
тим, что исследования проводили для легированно�
го эрбием оптоволоконного лазера с модулируемым
параметром, при этом собственная частота интен�
сивности колебаний была равна  кГц. На
рис. 1 представлена зависимость вейвлетного спек�
тра от времени для легированного эрбием оптово�
локонного лазера с модулируемым параметром, при
этом параметр модуляции был равен  Стоит
отметить, что из зависимости вейвлетного спек�
тра от времени, представленного на рис. 1, отчет�
ливо видно, что в исследуемом сигнале существуют
два характерных периода колебаний: период коле�
баний один (частота колебаний равна  кГц) и
период колебаний три (частота колебаний равна

 кГц). Таким образом, в исследуемой систе�
ме происходит переключение между двумя раз�
личными режимами колебаний. Для того чтобы
оценить, какой из них в настоящий момент реа�
лизуется в исследуемой системе, необходимо со�
поставить значения мгновенных распределений
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Рис. 1. Зависимость вейвлетного спектра от времени
для легированного эрбием оптоволоконного лазера с
модулируемым параметром, при этом параметр моду�
ляции был равен P = 13.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 79  № 12  2015

ВЫДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРНЫХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ 1713

энергии вейвлетного преобразования на харак�
терных временных масштабах, учитывая норми�
ровку вейвлетного спектра. На рис. 2б представ�
лены нормированные зависимости мгновенного
распределения энергии вейвлетного преобразо�
вания от времени для периода колебаний один

 кГц ( ) и для периода колеба�
ний три  кГц ( ). На рис. 2б
можно выделить две характерные области: об�
ласть I, где значение мгновенного распределения
энергии вейвлетного преобразования 
имеет наибольшее значение для периода один, и
область II, где наибольшее значение имеет мгно�
венное распределение энергии вейвлетного преоб�
разования  соответствующее периоду ко�
лебаний три. Необходимо отметить, что на рис. 2а
приведена зависимость интенсивности излучения
от времени для оптоволоконного лазера, легиро�
ванного эрбием. На данном рисунке также выделе�
ны две характерные области поведения интенсив�
ности излучения (периоды колебаний один и три),
которые полностью по временным интервалам со�

1 80f = 1 0.0000125s =

3 26f = 3 0.0000384s =

( )1 1 0,E s t

( )3 3 0, ,E s t

ответствуют указанным на рис. 2б. Таким образом,
метод, основанный на анализе мгновенного рас�
пределения энергии вейвлетного преобразования
с течением времени на характерных временных
масштабах, позволяет определить, какой колеба�
тельный режим существует в тот или иной момент
времени в оптоволоконном лазере, легированном
эрбием, с модулируемым параметром.

Стоит отметить, что разработанный метод
выделения характерных колебательных режи�
мов поведения для оптоволоконного лазера, ле�
гированного эрбием, позволяет корректно ра�
ботать и в том случае, если в системе одновре�
менно существуют более двух различных
колебательных режимов. На рис. 3б приведены
нормированные зависимости мгновенного рас�
пределения энергии вейвлетного преобразова�
ния от времени для периода колебаний один

 кГц ( ), для периода колеба�
ний три  кГц ( ) и для перио�
да колебаний четыре  кГц ( ),
при этом параметр модуляции был равен P = 30
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Рис. 2. а – приведена зависимость интенсивности из�
лучения от времени для оптоволоконного лазара, ле�
гированного эрбием с модулируемым параметром P =
= 13; б – представлены нормированные зависимости
мгновенного распределения энергии вейвлетного
преобразования от времени для периода колебаний
один  кГц ( ) и для периода коле�
баний три  кГц ( ).

1 80f = 1 0.0000125s =

3 26f = 3 0.0000384s =

0
0.0236 0.0240 0.0244 0.0248 0.0252

2

4

6

0
0.0236 0.0240 0.0244 0.0248 0.0252

1

2

3

E3(t)

E1(t)

E4(t)

Ei(t), 10–6

V(t)

t

t

а

б

Рис. 3. а – приведена зависимость интенсивности из�
лучения от времени для оптоволоконного лазера, ле�
гированного эрбием с модулируемым параметром P =
= 27; б – приведены нормированные зависимости
мгновенного распределения энергии вейвлетного
преобразования от времени для периода колебаний
один  кГц ( ), для периода колеба�
ний три  кГц ( ) и для периода ко�
лебаний четыре  кГц ( ).
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для оптоволоконного лазера, легированного эр�
бием. На рис. 3б можно выделить три характер�
ные области: область I, где значение мгновенного
распределения энергии вейвлетного преобразо�
вания  для периода один имеет наиболь�
шее значение; область II, где наибольшее значе�
ние имеет мгновенное распределение энергии
вейвлетного преобразования  соответ�
ствующее периоду колебаний три; область III, где
наибольшее значение имеет мгновенное распре�
деление энергии вейвлетного преобразования

 соответствующее периоду колебаний
четыре. Все эти три области также приведены на
рис. 3а, на котором представлена зависимость
интенсивности излучения от времени, хорошо
видно, что в каждой из областей интенсивность
имеет различный характер поведения, причем
смена режима поведения происходит на границе
каждой из областей. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках настоящей работы предложен новый
метод, основанный на использовании мгновен�
ного распределения энергии вейвлетного преоб�
разования и зависимости вейвлетного спектра от
времени. Разработанный метод позволяет опре�
делять, какие колебательные режимы способна
демонстрировать интенсивность излучения опто�
волоконного лазера, легированного эрбием, с мо�
дулируемым параметром. Кроме того, разработан�
ный метод способен определить момент времени,
когда происходит смена режима колебаний, что в
свою очередь дает возможность определить дли�
тельность существования того или иного периода
колебаний в исследуемой системе. 

Таким образом, суммируя все изложенное вы�
ше, можно в полной мере утверждать, что предло�

женный в рамках настоящей работы метод выде�
ления характерных колебательных режимов в
оптоволоконном лазере, легированном эрбием, с
модулируемым параметром, позволит провести
исследование перемежающегося поведения как
для случая существования двух характерных пе�
риодов колебаний, так и для большего их числа.
Необходимо отметить, что такие исследования
позволят значительно продвинуться в понимании
процессов, приводящих к мультистабильности в
легированном эрбием оптоволоконном лазере,
что в свою очередь позволило бы более эффек�
тивно бороться с мультистабильностью при ис�
пользовании лазеров такого типа.

Работа выполнена при поддержке Российско�
го фонда фундаментальных исследований (про�
ект № 15�32�20299).
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