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Рассматривается простейшая модель, описывающая стационарный электронный транспорт через

квантовую сверхрешетку конечной длины при учете произвольной электрической характеристики ин-

жектирующего контакта. В рамках одноминизонного приближения получены точные формулы, описы-

вающие пространственные распределения электрического поля в сверхрешетке для различных типов

контактов. Найдены условия, при которых поле становится однородным. Получены аналитические вы-

ражения для вольт-амперных характеристик. В качестве одного из приложений развитой теории оцени-

вается возможность достижения однородного поля в диодной структуре с естественной сверхрешеткой

карбида кремния.
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Стандартная математическая модель, описыва-

ющая пространственные распределения электриче-

ского поля F (X) и объемной плотности подвижно-

го заряда N(X) в одномерном твердотельном об-

разце при инжекции в него электронов с контак-

та, включает уравнения Пуассона и непрерывности

[1]:

∂F

∂X
=

q

ε0εr
(N −ND), (1)

J = qNVd(F ), (2)

а также условие для напряженности электрического

поля на границе раздела между инжекционным кон-

тактом (эмиттером) и образцом: F (X = 0) = Fe(J).

Здесь X ∈ [0, L] – координата внутри твердотель-

ного образца, имеющего полную длину L, Fe – поле

на контакте пренебрежимой длины, J – плотность

тока через всю систему, включая контакт (J не за-

висит от X), Vd(F ) – дрейфовая скорость электро-

нов, ND > 0 – концентрация неподвижных зарядов,

εr – относительная диэлектрическая проницаемость

образца, ε0 – электрическая постоянная, q = −e. В
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физику твердого тела эта простейшая модель бы-

ла введена Моттом и Герни для описания влияния

пространственного заряда на инжекцию электронов

с идеального омического контакта (Fe = 0) в идеаль-

ный диэлектрик (ND = 0) в случае, когда подвиж-

ность электронов предполагается постоянной (Vd ∝

∝ F ) [2]. Прямое обобщение модели Мотта–Герни на

случай диэлектриков с зависящей от поля дифферен-

циальной подвижностью µd(F ) > 0 (µd = ∂Vd/∂F )

в настоящее время широко используется для описа-

ния неоднородных распределений полей в приборах

органической электроники [3]. Здесь типичным яв-

ляется монотонный рост поля от эмиттера к коллек-

тору.

В полупроводниках, таких, как GaAs и InP, µd

может не только зависеть от поля, но и прини-

мать отрицательные значения, что связано с междо-

линным переносом электронов. Соответственно про-

странственные распределения поля могут быть весь-

ма сложными в связи с возможностью формирова-

ния статических зарядовых доменов [4]. Здесь важ-

ной, хотя во многом недооцененной является статья

Кремера [5], которая была мотивирована моделиро-

ванием эффекта Ганна в GaAs при произвольных

граничных условиях. В этой работе в рамках наи-

более полного варианта модели (1), (2) с ND 6= 0 и

Fe 6= 0 показано, что могут существовать не толь-
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ко возрастающие, но также и убывающие и, при до-

статочно жестких условиях, даже пространственно-

однородные распределения поля.

Квантовая сверхрешетка представляет собой спе-

циальную твердотельную решетку, для которой по

крайней мере в одном из направлений подвиж-

ность электронов является достаточно высокой, а

соответствующий пространственный период суще-

ственно превышает типичные значения решеточных

постоянных обычных кристаллов [6, 7]. Примес-

ная проводимость такой наноструктуры вдоль на-

правления сверхпериодичности (ось сверхрешетки)

соответствует транспорту электронов, принадлежа-

щих одной или нескольким узким минизонам [6, 8].

Большинство используемых квантовых сверхреше-

ток традиционно представляет собой полупроводни-

ковые гетероструктуры [6, 9], хотя несколько поз-

же также началось систематическое изучение есте-

ственных сверхрешеток в политипах карбида крем-

ния (SiC) [10]. Важно, что даже в умеренных элек-

трических полях сверхрешетки способны демонстри-

ровать отрицательную дифференциальную подвиж-

ность [6], вызванную возбуждением относительно

долгоживущих блоховских осцилляций в минизоне

[11, 12]. С точки зрения приложений наибольший ин-

терес, вероятно, представляет способность сверхре-

шеток усиливать и генерировать электромагнитные

волны миллиметрового и субмиллиметрового диа-

пазонов благодаря разнообразным физическим ме-

ханизмам, которые включают в себя движущиеся

зарядовые домены [13, 14], блоховские осцилляции

[15, 16], отрицательную эффективную массу элек-

тронов [17] и переходы между ванье-штарковскими

лестницами [18]. Как правило, для эффективной реа-

лизации этих механизмов требуется достижение рас-

пределения поля, близкого к однородному. Необхо-

димо также отметить, что в последние годы появи-

лись сверхрешеточные микроструктуры, в которых

используются сложные неомические контакты [19–

21]. Все это делает предсказание пространственно-

го распределения поля в сверхрешеточных приборах

актуальной проблемой.

В данной работе мы применяем подход Креме-

ра [5] для нахождения пространственных профилей

поля в сверхрешетке с произвольным инжектирую-

щим контактом. Мы показываем, что при учете толь-

ко одной зоны проводимости эта модель имеет точ-

ное аналитическое решение, и приводим классифи-

кацию возможных пространственных распределений

поля. Важным результатом нашего анализа являет-

ся нахождение двух простых достаточных критери-

ев реализации однородного поля как при положи-

тельной, так и при отрицательной дифференциаль-

ной подвижности электронов. В обоих случаях необ-

ходимым условием является использование неоми-

ческих контактов. В качестве важного приложения

полученных результатов мы показываем, что усло-

вия, при которых недавно наблюдалась терагерцовая

электролюминесценция в естественных сверхрешет-

ках SiC [16, 20, 22], согласуются с нашим критерием

однородного поля.

Следуя модели (1), (2), рассмотрим простран-

ственные распределения поля F (X) в сверхрешет-

ке, которую будем предполагать однородно легиро-

ванной примесями с объемной концентрацией ND.

Зависимость дрейфовой скорости электронов вдоль

оси сверхрешетки от поля определяется формулой

Эсаки–Тсу [6]:

Vd(F ) = V0
F/Fcr

1 + (F/Fcr)2
, (3)

где Fcr = ~/edτ – критическое поле, соответствую-

щее возникновению отрицательной дифференциаль-

ной подвижности, V0 = ∆d/2~ – максимальная ми-

низонная скорость электронов, ∆ – ширина минизо-

ны, d – период сверхрешетки, τ – характерное время

рассеяния. Для простоты мы не рассматриваем здесь

температурные эффекты, которые легко могут быть

учтены в окончательных выражениях соответствую-

щей перенормировкой V0 [7, 9].

Для дальнейшего рассмотрения удобно ввести

безразмерные переменные (строчные буквы): f =

= F/Fcr для поля, j = J/qNDV0 для тока и x = X/L

(x ∈ [0, 1]) для координаты. Очевидно, что при этом

критическому полю и пиковому току Эсаки–Тсу в

условиях электрической нейтральности (N = ND)

соответствуют безразмерные f = 1 и j = 1/2. Те-

перь, комбинируя уравнения (1)–(3), получаем

df

dx
= α

[

j(1 + f2)

f
− 1

]

, (4)

где α = qLND/Fcrε0εr – безразмерный NL-параметр.

Дифференциальное уравнение (4) имеет две непо-

движные точки:

f± =
1±

√

1− 4j2

2j
, (5)

соответствующие двум значениям напряженностей

пространственно-однородных полей: f(x) = f− и

f(x) = f+, которые, в принципе, могут быть реа-

лизованы в сверхрешетке. Как видно из (5), поло-

жение обеих точек определяется только токoм через

структуру. Эти зависимости проиллюстрированы на

рис. 1a. Видно, что точки f± существуют, только ес-

ли полный ток меньше, чем пиковый ток Эсаки–Тсу,
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Зависимости значений f− (красная сплошная линия) и f+ (синяя штриховая линия)

от тока j согласно уравнению (5). (b) – Пространственные распределения поля f(x) при различных значениях напря-

женности поля на эмиттере fe = f(0) и при силе тока j = 0.45. (c) – То же, но при j = 0.49. (d) – То же, но при

j = 0.505

j ≤ 0.5. Кроме того, µd(F−) > 0 и µd(F+) < 0, т.е. по-

ля f− и f+ принадлежат, соответственно, областям

положительной и отрицательной дифференциальной

подвижности.

Более полную информацию о распределении по-

ля можно получить, проинтегрировав уравнение (4)

с граничным условием f(0) = fe, задающим напря-

женность электрического поля на эмиттере структу-

ры. Получаем следующие формулы (детали вывода

описаны в [23])

x1(f) =
1

2αj

[

1
√

1− 4j2
×

× ln

(

(1+
√

1−4j2−2jf)(1−
√

1−4j2−2jfe)

(1−
√

1−4j2−2jf)(1+
√

1−4j2−2jfe)

)

+

+ ln

(

j − f + jf2

j − fe + jf2
e

)]

, (6)

x2(f) =
1

αj
√

4j2 − 1

[

arctg

(

2jf − 1
√

4j2 − 1

)

−

− arctg

(

2jfe − 1
√

4j2 − 1

)

]

+
1

2αj
ln

(

j − f + jf2

j − fe + jf2
e

)

, (7)

где выражения x1(f) и x2(f) следует использовать

при j < 1/2 и j > 1/2 соответственно. Когда же

ток достигает пикового значения, j → 0.5, обе эти

формулы дают одинаковый результат [23]. Отметим

также, что при помощи (5) выражение для x1(f) мо-

жет быть переписано в компактной и симметричной

форме:

x1(f) =
f+ + f−

α(f+ − f−)
×

×

[

f+ ln

(

f+ − f

f+ − fe

)

− f− ln

(

f− − f

f− − fe

)]

, (8)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Области параметров на плоскости (fe, j|j ≤ 1

2
), соответствующие трем типам про-

странственного распределения поля (I, II, III), а также кривая Эсаки–Тсу (комбинация красной сплошной и синей

штриховой линий) и линейные характеристики эмиттеров c безразмерными проводимостями s = 17 (прямая 1), 0.7

(2) и 0.1 (3). (b) – Вольт-амперные характеристики j(u) сверхрешетки, соответствующие тем же трем контактным

характеристикам (1–3)

подчеркивающей ту важную роль, которую играют

точки f± в определении пространственной зависимо-

сти поля при j < 1/2.

Пространственные зависимости электрического

поля f(x), построенные при помощи полученных

точных решений для различных значений поля на

эмиттере fe = f(0) и трех характерных значений то-

ка j, представлены на рис. 1b–d. В данном случае

мы выбрали параметры d = 8.3 нм, ∆ = 19.1мэВ,

L = 115 нм, ND = 3 · 1016 см−3 и τ = 250фс, соот-

ветствующие GaAs/AlGaAs сверхрешетке из экспе-

риментальной работы [24].

Из рисунка видно, что при j < 1/2 в зависимости

от значения fe в сверхрешетке возможна реализация

трех типов пространственных профилей поля. Будем

помечать их римскими цифрами.

Первый тип пространственных распределений (I)

реализуется при fe < f−. Здесь напряженность поля

быстро возрастает с увеличением пространственной

координаты и, достигая величины f−, далее остается

постоянной. Отметим, что при малых значениях то-

ка j поле является практически однородным на боль-

шей части длины сверхрешетки (рис. 1b).

При f− < fe < f+ в сверхрешетке реализуются

распределения второго типа (II), характеризующие-

ся убыванием напряженности электрического поля с

увеличением координаты. Когда сила тока прибли-

жается к пиковому току Эсаки–Тсу, точки f− и f+

сближаются. При этом интервал значений fe, под-

держивающий распределения типа II, сужается (ср.

рис. 1b и c). Важно, что в данном случае напряжен-

ность полей второго типа убывает с ростом коорди-

наты достаточно медленно.

Третий тип пространственного распределения

(III) имеет место при fe > f+. Здесь для боль-

шинства значений fe напряженность поля быстро

возрастает с увеличением координаты и может

достигать достаточно больших значений на кол-

лекторе структуры. Для получения распределения

поля, близкого к однородному, необходимо, чтобы

соответствующая величина fe была очень близка к

f+.

Наконец, когда ток достигает величины пикового

(j = 1/2), состояния f± сливаются и исчезают, что

соответствует седлоузловой бифуркации. Распреде-

ления поля, реализующиеся при j > 1
2 , показаны на

рис. 1d. Теперь напряженность поля монотонно воз-

растает на всей длине системы. В соответствии с опи-

санным ранее поведением этот рост является наи-

более медленным при выборе напряженности поля

на эмиттере около критического поля сверхрешетки

fe = 1, что объясняется близостью к точке бифурка-

ции.

До сих пор мы рассматривали поле на эмитте-

ре fe и ток j как два независимых параметра на-

шей модели. Однако более типичным является гра-
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ничное условие, определяющее зависимость fe от то-

ка согласно некоторой электрической характеристи-

ке контакта j = jem(fe) [5]. В качестве примера та-

кой характеристики мы рассмотрим линейную за-

висимость j = sfe, где s – безразмерная проводи-

мость эмиттера. Такая модельная зависимость явля-

ется, с одной стороны, удобной для описания пере-

хода от идеального омического (s ≫ 1) к блокирую-

щему (s ≪ 1) типу контактов [25]. С другой сторо-

ны, подобные линейные характеристики описывают

не только контакты, подчиняющиеся закону Ома, но

и другие типы контактов [26].

На рис. 2a показаны три типичные контактные

характеристики (прямые 1–3) и кривая Эсаки–Тсу,

которая в использованных переменных представля-

ет собой отношение Vd/V0, см. (3). Последняя может

рассматриваться как комбинация f−- и f+-линий (ср.

с рис. 1a). Поэтому каждая точка ее пересечения с

прямой, fe(j) = f±(j), соответствует тем единствен-

ным значениям напряженности поля f(x) = fe и си-

лы тока, которые при заданном параметре s опреде-

ляют пространственно-однородное решение. Далее,

области I, II, III на плоскости (fej) соответствуют

граничным условиям, при которых в сверхрешетке

реализуются три ранее описанных типа распределе-

ний поля. Из рисунка видно, что описывающая оми-

ческий контакт прямая 1 лежит в области I. Поэтому

она не может пересекаться с f+-кривой. Это явля-

ется иллюстрацией невозможности достижения од-

нородного поля в условиях отрицательной диффе-

ренциальной подвижности при использовании чисто

омического контакта. Прямая 2 (j < 0.5) лежит по

большей части в области II в окрестности f−-линии

и пересекает ее при j ≈ 0.47. Здесь возможна ре-

ализация распределений как типа I, так и типа II.

Прямая 3, соответствующая контакту с малой про-

водимостью, пересекает f+-линию при j ≈ 0.3. При

этом fe > 1, что соответствует условию отрицатель-

ной дифференциальной подвижности µd < 0. Од-

нородные состояния такого типа, которые могут су-

ществовать в различных квантовых сверхрешетках,

представляют наибольший физический интерес.

В экспериментах [16, 20, 22] наблюдалась тера-

герцовая электролюминесценция из диодной 6H–SiC-

микроструктуры, которую авторы связывают с воз-

буждением блоховских осцилляций в этой естествен-

ной сверхрешетке. В наших обозначениях такой ре-

жим соответствует f = ωBτ > 1, где ωB = qdF

~
– час-

тота Блоха [6]. Интенсивное излучение наблюдалось

при токе I = 210мА. Для параметров сверхрешетки

d = 0.75 нм, ∆ = 260мэВ, ND = 1016 cм−3, площа-

ди поперечного сечения S = 3 · 10−5 cм2 [16, 20] и

τ = 3 ·10−13 с [27] имеем j = 0.3 < 1
2 (j ≡ I/qNDV0S).

Используя (5), получаем f+ = 3, или F+ = 87 кВ/cм.

Эта величина близка к оценке поля генерации Frad =

= 84 кВ/cм, полученной в [16] непосредственно из

анализа экспериментальных данных. Другим важ-

ным обстоятельством служит то, что в данной струк-

туре инжекционный контакт является неомическим с

нелинейностью характеристики, обусловленной про-

боем примесных центров. Поэтому несмотря на суще-

ственную погрешность в определении значений Fcr

и Frad, можно с достаточной уверенностью связать

наблюдаемую генерацию ТГц-излучения [16, 20, 22]

с переходом SiC-сверхрешетки в пространственно-

однородное состояние.

В рамках рассматриваемой модели возможно так-

же найти зависимость падения напряжения на сверх-

решетке U =
∫ L

0 F (x)dx от тока J . Введем безраз-

мерные переменные u = U/FcrL и fc = F (L)/Fcr, где

F (L) – напряженность поля на коллекторе структу-

ры. Интегрируя по частям, получаем [23]

u1(j) =
2(fc − fe) + α

2αj
−

1

4αj2

[

2
√

1− 4j2 ×

× arth

(

(fc − fe)
√

1− 4j2

fc + fe − 2j(1 + fcfe)

)

+

+ ln

(

j − fe + jf2
e

j − fc + jf2
c

)]

, (9)

u2(j) =
fc − fe + α

αj
−

2

α
√

4j2 − 1
×

×

[

arctg

(

2jfc − 1
√

4j2 − 1

)

− arctg

(

2jfe − 1
√

4j2 − 1

)]

(10)

при j < 1/2 и j > 1/2 соответственно. В свою оче-

редь, значения fc находятся как решения уравне-

ний x1,2(fc) = 1, где x1,2(f) определены в (6) и (7).

Присутствие в (9) и (10) поля на коллекторе fc со-

здает некоторые неудобства в использовании этих

формул. Однако такая зависимость является неиз-

бежной для моделей, которые включают в себя рас-

смотрение пространственно-неоднородных электри-

ческих полей [28, 29]. На рис. 2b представлены j(u)-

зависимости, рассчитанные с использованием фор-

мулы (9) для параметров сверхрешетки [24]. Вольт-

амперные характеристики такой формы являются

типичными для различных минизонных сверхреше-

ток, в которых отсутствуют движущиеся зарядовые

домены [19, 20, 30].

Таким образом, в данной работе в рамках хорошо

апробированной модели мы получили аналитические
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результаты, которые могут применяться для модели-

рования пространственных распределений электри-

ческого поля и нахождения вольт-амперных харак-

теристик широкого класса сверхрешеточных прибо-

ров. С точки зрения приложений [31, 32] представ-

ляет несомненный интерес обобщение этих результа-

тов на случай сверхрешетки, помещенной в магнит-

ное поле.
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A. Patanè, F.V. Kusmartsev, V.A. Maksimenko,

O. I. Moskalenko, and A.G. Balanov, Phys. Rev. Lett.

112, 116603 (2014).

25. T. Hyart, N.V. Alexeeva, J. Mattas, and K.N. Alekseev,

Phys. Rev. Lett. 102, 140405 (2009).

26. J. F. Scott, J. Phys.: Cond. Mat. 26, 142202 (2014).

27. В.И. Санкин, A.A. Лепнева, ФТП 34, 831 (2000).

28. H. Kroemer, IEEE Trans. Electron Devices ED-14, 476

(1967).

29. G. S. Gildenblat, A.R. Rao, and S. S. Cohen, IEEE

Trans. Electron Devices ED-34, 2165 (1987).

30. A. Sibille, J. F. Palmier, C. Minot, and F. Mollot, Appl.

Phys. Lett. 54, 165 (1989).

31. T. Hyart, J. Mattas, and K.N. Alekseev, Phys. Rev.

Lett. 103, 117401 (2009).

32. T. M. Fromhold, A. Patanè, S. Bujkiewicz,
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